e
—_—

Universidad Macional
de Entre Rios

é.) Situacion 1

Pablo tiene una pareja de hamsteres con su camada de varias crias. A un amigo
le regala la mitad de las crias que tiene, mds media cria. A un segundo amigo le regala la
mitad de las que quedan, mds media cria. La cria que le queda se le regala a un tercer
amigo. ¢Cuantas crias formaban la camada?

PAU 2021

Extraido de “Matemadtica 1 Bachillerato” de .Guzman, M., Colera, Jy Salvador, A.

K

B>’ Qué es una Ecuacion?

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que involucra una o
mas variables, llamadas incégnitas.

é¢Cuando decimos que un valor es solucién de la ecuacion? Cuando al reemplazar el valor
de laincdégnita por uno especifico se cumple o satisface laigualdad, entonces es solucién
de la ecuacion. Se denomina al conjunto de todos estos valores conjunto solucion (CS).

% Ejemplo 1

Pruebe que x = - 2 es una solucién de la ecuacién x3-x + 6 = 0.
Solucién
(-23-(-2)+6%0
-8+2+6%20
020
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gActividad

1-. Verificar si los siguientes valores de x son soluciones de la ecuacidn correspondiente.
Justificar la respuesta.

a)x=5x=3yx=-7x>+2x-35=0

b)x=-2,x=3yx=1x3+2x?=2+x

0\‘:

BI>"Ecuaciones lineales

En particular, si la igualdad presenta alguna de las formas: ax+ b =c; donde a, by c son
numeros reales y a#0, o cualquier equivalente a una de esta forma, decimos que se trata
de una ecuacion lineal.

Para poder resolver una ecuacién debemos conocer ciertas propiedades o leyes que

nos daran la justificacién a todo el procedimiento.

Leyes de monotonia

e Sisumamos o restamos una misma cantidad en ambos miembros de una ecuacion,
la igualdad se mantiene.
A=B—>A+C=B+C

Si tenemos la ecuacidn x + 8 = 15, podemos restar 8 a ambos lados para obtener la

ecuacion

x+8-8=15-8

Es decir, obtenemos x = 7.

e Si multiplicamos o dividimos por una misma cantidad no nula en ambos miembros
de una ecuacion, la igualdad se mantiene.

Dada la ecuacién 3x = 12, podemos dividir a ambos lados por 3 para tener la ecuacion

3/3x=12/3

de la cual obtenemos x = 4.

Al aplicar estas propiedades a una ecuacién, obtenemos una ecuacion mas sencilla de

resolver.

% Ejemplo 2

Resuelva 2(2x - 3) + 3(x + 1) = 5x + 2. Compruebe el resultado con calculadora Solucién

2(2x-3)+3(x+1)=5x+2

Ax—6+3x+3=5x+2 Propiedad distributiva.
7x—3=5x+2 Reducimos los términos semejantes.
7x—5x=2+3 Sumamos 3 y restamos 5x en ambos miembros.
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2x=5 Reducimos los términos semejantes.
X= 5/2 Dividimos por 2 ambos miembros.

Para comprobar que x = 5/2 es solucidn de la ecuacidon debemos evaluar en ambos
miembros.

2.[2.(5/2) — 3] + 3.[(5/2) + 1 = 5. (5/2) + 2 Con ayuda de una calculadora podras
comprobarlo.

gActividad

2-. Resolver las siguientes ecuaciones explicitando el conjunto solucién.
a) 2x—3=6+x
b) 22x—-3)=6+x
c) 4(x—10)=—-6(2 —x) — 6x

D Spe— (1) 1=
3(1+2x)+5
2
x+4 X

f) T=H+11

e) =2(x+2)+x

2x+12 _ 10x-30

g) 3 15 + 1
h) —3(2x —5) — 5x = 3x

&
Situacion 2

Compré un martillo y un pufiado de clavos, pagando un total de $75, habiendo pagado
cuatro veces mas por el martillo que por los clavos éCuanto pagué por cada objeto?

Una vez leido el enunciado, podemos identificar dos incognitas: el valor del martillo y el
valor del puiiado de clavos. Ambos valores estdn relacionados entre si'y, por lo tanto,
podemos utilizar a cualquiera de ellos como incognita de la ecuacion con la que
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modelizaremos el problema. Por ejemplo, si llamamos x al valor en $ de los clavos,
entonces el martillo valdrd 4x . La suma de ambas cantidades dard el total del dinero
abonado y podemos representar esto por la ecuacion 4x + x = 75. Notar que en la
ecuacion planteada sumamos valores en S e igualamos a un valor en S.

Al resolver la ecuacion planteada obtenemos:

dx+x=75

5x=75

x=15

Una vez hallado el valor de x, sabemos que el pufiado de clavos vale $15 y entonces el
martillo que vale 4 veces el valor de los clavos, cuesta 4.15 = 60, o sea $60.

Si verificamos los valores hallados en el enunciado dado, vemos que la suma del valor
del martillo y de los clavos serd: 60 + 15 = 75 y que el martillo vale cuatro veces el valor
de los clavos. Concluimos que se cumplen las condiciones dadas en el enunciado.
Respuesta al problema: El valor del martillo fue de S60 y del pufiado de clavos fue de
$15.

Extraido de “Matematica inicial para ingenieria”-Di Domenicantonio, Rossana y Otros. UNLP

@Actividad

3-. Un nimero se multiplica por 9y el resultado es el nUmero aumentado en 112. ¢ Cual
es el nimero inicial?

4-. Las longitudes de los lados de un tridangulo escaleno son numeros impares
consecutivos. El perimetro es 69 cm. éCudles son las longitudes de los lados del
triangulo?

5-. Alejandro viajé en taxi. Si la bajada de bandera sale $25 y por cada 100 metros
recorridos se aumentan $3, écuantos kildmetros recorrié si pagd $190?

6-. Eugenio tiene el triple de la edad que tenia hace 8 afios. é Cuantos afios tiene?

7-. Si regalo a un amigo la quinta parte de lo que tengo en mi billetera y a otro la cuarta
parte de lo que me quedaba, me quedaran $36. ¢Cuanto tengo?

8-. Este mes gané 5% mas que el mes pasado. Lo mismo me paso el mes pasado. En dos
meses mi sueldo aumentd $820. ¢ Cuanto cobro ahora?

BI>"Ecuaciones Cuadraticas

Una ecuacién cuadratica es una expresion que es equivalente a una de la forma ax? +
bx+c=0,cona#0
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Cada uno de los términos de la ecuacion recibe un nombre en relacion al exponente al
que esta elevada la variable, y estos son:

2
ax* + bx + C =)
o ) i e
Término Término Termino
cuadritico lineal independiente

Para resolver una ecuaciéon de segundo grado o cuadratica tenemos diferentes
situaciones segln como se presente la ecuacién.

e Cuando a la ecuacion le falta el término independiente:

% Ejemplo 3

Resolver la ecuacidn cuadratica 4x% + 8x = 0.

Solucién

Si 4x? + 8x = 0, entonces lo podemos transformar en un producto; quedando
x. (4x + 8) = 0, donde para ser solucién debe cumplir que x =00 4x + 8 =0, es decir, x =

- 2.
Por lo tanto, CS = {0, -2}.

e Cuando a la ecuacion le falta el termino lineal.

% Ejemplo 4

Resolver las ecuaciones cuadréticas 3x2—12 =0y 3x>+ 12 = 0.

Solucién

Si 3x2—12 =0, entonces no queda x%= 4; por lo que x1 = +2 y X2 = -2 son solucidn de la
ecuacion. Por lo tanto, CS = {-2, +2}.

Si 3x2 + 12 =0, entonces no queda x*=—4; por lo que la ecuacién no tiene

solucion. Es decir, CS = {}.

e Cuando la ecuacion esta completa, o sea que ningun coeficiente es nulo, para
encontrar los valores de x que satisfacen la ecuacion debemos aplicar la formula

Hay tres posibilidades
de la ecuacion ax? + bx

x:

—b + Vb? — 4ac

2a

diferentes, dos nimeros

para la cantidad de soluciones
+ ¢ = 0: dos numeros reales y
reales e iguales (en este caso

se dice que la solucién es doble), o sin solucidn en los reales. La cantidad de soluciones
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depende del valor que tome b? - 4ac. A esta expresion la llamaremos discriminante y la
denotaremos con la letra griega A (se lee delta).
Las tres posibilidades son:

- SiA>0, tenemos dos raices reales distintas

. —-b+vVbZ—-4ac X, — —b—vbZ-4ac
1 2a y 2 2a
. , . _ _ b
- SiA =0, tenemos dos raices reales coincidentes X=X = — o

- Si A < 0, no tenemos raices reales, es decir, la
ecuacion cuadratica no tiene solucién.

% Ejemplo 5

Encontrar las soluciones, si existen, de la ecuacion 2x2—8x + 6 =0.
Solucién
Si2x2—-8x+6=0

En este caso, tenemosquea=2,b=-8yc=6.

Entonces, 4 =(-8)2-4.2.(6) =64 -48 =16 >0, por lo que la ecuacién tendra
dos soluciones reales distintas.

Aplicando la formula
(=8t J(—8)2—4.2.6
*= 2.2

Las mismassonxi1=1yx; =3
Por lo tanto, CS ={1, 3}.

@Actividad

9-. Encontrar, si existen, las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas

a) x*+2x+1=4 b) x2—5x+§=0
c) —x?=—4x-21 d) 2x*—x+3=-1
x2 2 5 _54
e) T+x=8 f) 4x +10x+ = +4x

2z =18
a) JxP—2x =
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10-. Calcular el discriminante de las siguientes ecuaciones vy, sin resolver la ecuacién,
determinar la existencia de soluciones reales. Si existen, hallar los valores de las
soluciones utilizando la formula.

a) x>+2x+1=4 b) 2x?—x+3=-1 C) x*—5x+>=0
4

d) x3—2x=% e) —x"=—-4x-21

wl | b

Situacion 3

Un terreno rectangular de 26 metros de ancho por 30 metros de largo se debe
rodear de una vereda de ancho uniforme. Si el drea total de la vereda es de 240m? ¢ cual
es el ancho de la vereda?

- 26m —

- 1A =240m’
Terreno ‘ —

I0m

X
Observando la figura y los datos del problema, notamos que resulta conveniente definir
x como el ancho en metros de la vereda y x es entonces la incégnita de la ecuacidon que
queremos plantear.

Sabemos que el terreno rectangular tiene superficie: 26 m. 30 m = 780 m?.

Ya que la vereda rodea al terreno, observemos que el largo y ancho de la figura mas
grande seran de 30 + 2x y de 26 + 2x respectivamente.

- 26 + 2x -

Terreno

30 + 2%

L

Notemos que los 240m? de vereda se corresponden con la resta de la superficie del
rectangulo mayor menos la superficie del terreno. Esto nos lleva a plantear la ecuacién
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(30 + 2x). (26 + 2x) - (26.30) = 240

780 + 60x. +52x + 4x2 - (780) = 240

Agrupando los términos, resulta quedar la ecuacién cuadratica

4x?>+112x-240=0

de donde podemos observar que a =4, que b =112 y que ¢ = -240.

Como 4 =(112)%2-4.4.(-240) = 16384 > 0 sabemos que la ecuacién cuadrética tiene dos
soluciones reales.

Resolvemos la ecuacion cuadratica obtenida y hallamos esas dos soluciones que son: x1
=-30yx2=2.

Recordemos que estamos en un contexto donde x representa la medida del ancho de
una vereda. Por esta razén, aun cuando xi1 sea solucion de la ecuacidon cuadratica
planteada, no puede ser solucion para el problema por ser negativa.

Por lo tanto, consideramos que x; = 2m serd el ancho de la vereda.

Respuesta: El ancho de la vereda sera de 2 metros.

Si gqueremos verificar la solucidn hallada podemos calcular la superficie de la

vereda, resultando: 34.30 - 780 = 1020 - 780 = 240.

Extraido de “Matematica inicial para ingenieria”-Di Domenicantonio, Rossana y Otros. UNLP

Situacion 4

¢Cudnto mide el lado de un cuadrado, sabiendo que si midiera 4 cm menos su
area seria un noveno del area original?
Si llamamos x al lado del cuadrado, su area serad x2, y si el lado midiese 4 centimetros
menos, tenemos que ahora el lado mide x - 4, por lo que su area es (x — 4)?
Planteando que el drea del nuevo cuadrado sera un noveno del area de cuadrado
original obtenemos la siguiente igualdad: (x - 4)2 =1/9 . x?
Operando tenemos que
9. (x?-8x +16) = x?
9x2-72x+144-x%2=0
8x2-72x+144=0
8.(x*-9x+18)=0
Si utilizamos la férmula de Bhaskara obtenemos que x1 =6y x; = 3.
Sin embargo, solo x1 es respuesta de nuestro problema, ya que si el lado midiese 3 cm,
no se le podrian restar 4 cm.
Respuesta: El lado del cuadrado debe ser de 6 cm.
Comprobacion: Si el lado del cuadrado es de 6 cm, entonces el area es de 36 cm?.
Si ahora les restamos 4 cm, tenemos que el lado mide 2 ¢m, y el drea 4 cm?, que es un
noveno del drea original, ya que 4 cm2 = 36/9c¢m?.

[ ]
Extraido de “Matematica inicial para ingenieria”-Di Domenicantonio, Rossana y Otros. UNLP

gActividad

11-. Un tridangulo equilatero tiene una altura de 20 cm. ¢ Cual es su perimetro?
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12-. En un tridngulo equildtero ABC el lado AB = x? + x y el lado BC = 5x + 5 . Calcular el
perimetro y el area del tridngulo.

13-. Dados tres numeros naturales pares consecutivos, se sabe que la suma de los
cuadrados de los dos primeros supera en 84 al cuadrado del tercero. Determinar cudles
son esos nUmeros.

14-. Determinar el numero entero del cual se sabe que si sumamos el tercio de su
siguiente mas el cuadrado de su anterior da como resultado dos unidades menos que su
cuadruple.

15-. La diferencia entre el cuadrado de la edad de Matias hace 5 afios, y 10 veces su edad
actual es 94, é¢cual era su edad hace 5 afos?

BI>" [necuaciones lineales

Una inecuacion lineal es una desigualdad en la que figuran variables o incoégnitas.
Pueden escribirse en laformaax+b<0,ax+b<0,ax+b>0,0ax+b>0,dondeayb
son numeros realesy a # 0.

Resolver una desigualdad en x significa determinar todos los valores de x para los que la
desigualdad es verdadera.

Resolucion de inecuaciones

Para resolver una inecuacién, también es conveniente aplicar algunas propiedades
(Leyes de monotonia) y asi obtener una inecuacion que tenga las mismas soluciones y
sea mas sencilla.

e Cuando el mismo nlimero se suma o resta a ambos lados de una desigualdad, el
sentido de la desigualdad no se altera.

e Elsentido de la desigualdad se conserva si ambos lados se multiplican o dividen por
el mismo numero positivo.

e Sise multiplica o divide por un nimero negativo en ambos lados de una
desigualdad, se debe invertir el sentido de la desigualdad.

El conjunto de soluciones de una desigualdad lineal en una variable forma un intervalo
de numeros reales. Al igual que en el caso de las ecuaciones lineales, resolvemos una
desigualdad lineal transformandola a una desigualdad equivalente cuyas soluciones
sean obvias. Dos 0 mas desigualdades son equivalentes si tienen el mismo conjunto de
soluciones.

% Ejemplo 6
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Resuelva 3(x-1)+2<5x+6
Solucién

3(x-1)+2<5x+6

3x—3+2<5x+6 Propiedad distributiva.
3x—1<5x+6 Reducimos los términos semejantes.
3x—-5x< 6+1 Sumamos 1y restamos 5x en ambos miembros.
-2x<7 Reducimos los términos semejantes.

x>-7/2 Dividimos por - 2 ambos miembros.

El conjunto solucion de la desigualdad es el conjunto de todos los numeros reales
mayores o iguales que — 7/2. En notacién de intervalos, el conjunto solucién se escribe
[-7/2; +o0).

Extraido de “Precalculo. Grafico, numérico, algebraico”, Demana, Franklin D. y cols.

% Ejemplo 7

Resuelva la desigualdad y grafique su conjunto solucién.

2x + 5
3 ——=35
2

Solucién

9<2x+5<15 Multiplicamos toda la expresién por 3.
-14<2x<10 Restamos 5 en toda la expresion.

-7<x<5 Dividimos toda la expresién por 2.

El conjunto solucidn es el conjunto de todos los numeros reales mayores que -7 y
menores o iguales a 5. En notacién de intervalo, la solucién es el conjunto (-7; 5].

Extraido de “Precalculo. Grafico, numérico, algebraico”, Demana, Franklin D. y cols.

gActividad

16-. Determinar si el nUmero -1 verifica las siguientes inecuaciones:
a). 2x-5<x+1

b). 4x-2>-x—4
16
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17-. Resolver las siguientes inecuaciones y representar el conjunto solucién en la recta
real:

a)5x+4<x-8
b)3x<6x+8
c)x/2+3>0
d)-3(x+4)29

BI>" Polinomios

Un polinomio en la variable x es una expresion algebraica que puede expresarse de la
forma P(x) = anx™ + an-1x™ 1 + -+« + a1x® + ap en la que los coeficientes an, an-1, ..., a1, do
son nimeros reales y n es un numero natural.

Los monomios son expresiones algebraicas de la forma ax™, en la que a es un nimero
real y n es un nimero natural. Por lo tanto, un polinomio puede definirse como la suma
de monomios.

Dado el monomio ax™, con a # 0, la parte numérica a es el coeficiente del monomio y el
exponente n de la variable x es el grado del monomio.

- Grado

mn
Coe ficiente ——= a/ . CU
}

Variable

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus términos o monomios. Si ax
# 0, tenemos que el grado es ny se denota gr(P(x)) = n.

El coeficiente an se llama coeficiente principal.
Si an =1, el polinomio se llama ménico.

El término ao se conoce como término independiente. El término aix es el término
lineal, axx? es el término cuadratico, asx3 es el término cubico, etc.

Observa que en el polinomio P(x) = 2x°> + 3x* — 5x — 1, es de grado 5, con coeficiente
principal igual a 2 y su término independiente es -1.

Un polinomio esta ordenado cuando los monomios que lo componen estan escritos en
forma creciente o decreciente segun sus grados. Para estudiarlos utilizaremos la forma
decreciente.

Un polinomio estd completo cuando tiene todos los términos, desde el término de
mayor grado hasta el término independiente; esto se cumple cuando todos los
coeficientes son distintos de cero.

Programa de Acercamiento a la Universidad Pagina 11

16




e
—_—

Universidad Macional
de Entre Rios

gActividad

18-. Determinar cudl de las siguientes expresiones son polinomios, y en el caso de serlo
hallar el grado, coeficiente principal y término independiente:

PAU 2021

a) M(X):xa—z+2x+1 b) P(x):%x4+2x‘5—0x9+\/§+1
¢) Qx) =x?+2x+x°—2Vx d) E(x)=3xtx2+§x+5
e) H(x)=v§.x3—§x3+§x f) N(x)=5x"1+3x

BI>" Operaciones entre polinomios

e

s
< Suma o adicién de polinomios

Para sumar dos polinomios, se agrupan los términos del mismo grado y se suman sus
coeficientes.

% Ejemplo 8

Sean P(x) =4x*+6x>—3x+2yQ(x) =3x*-7x3+2x + 1
P(x) + Q(x) =4x*+6x>—3x+2 +3x* = 7x3 + 2x + 1

Se asocian los términos de igual grado y resulta:
P(x)+Q(x) =7x*—7x3+6x>—x + 3

Otra forma de sumar es completando cada uno de los polinomios y luego disponerlos
uno de debajo de otro encolumnando los términos del mismo grado.

P(x) = 4x* + 0x® + 6x%> — 3x + 2

Q(x)=3x*—7x3 +0x? +2x+ 1

P(x)+Q(x) =7x* = 7x3+6x>—x + 3

Si la suma de dos polinomios es igual al polinomio nulo, se cumple que los coeficientes
de los términos de igual grado que los constituyen son numeros opuestos y los
polinomios se llaman polinomios opuestos. Al opuesto de P(x) se lo indica —P(x).

Por ejemplo, el opuesto de polinomio P(x) = =3x> + 2x3 — 5x?> — 3x lo podemos escribir
como -P(x) = 3x> — 2x3 + 5x? + 3x
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Para restar dos polinomios, se suma el opuesto del sustraendo. Es decir, para
efectuar P(x) — Q(x), debemos sumar a P(x) el opuesto de Q(x), entonces
P(x) —Q(x) = P (x) + [-Q (x)].

% Ejemplo 9

Sean P(x) =5x3 =7 x? + 3x — 1y Q(x) = 8x3 + 6x% — 4x

Para calcular P(x) — Q(x), encontramos el opuesto de Q(x).

Luego -Q(x) = -8x — x? + 4x.

Entonces P(x) — Q(x) = P(x) + [-Q(x)]=5x3 =7 x> + 3x — 1 + ( — 8x3 — x? + 4x)
Eliminando el paréntesis y asociando los términos de igual grado:
P(x)—Q(x)=5x3—-8x3—-7x>—x*+3x+4x-1

Reduciendo la expresidn con las operaciones correspondientes:
P(x)—Q(x)=—3x3-8x>+7x-1

[

S

N,
¥ Multiplicacién o producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios, aplicamos reiteradamente la propiedad del producto
respecto de la suma y de la resta, luego agrupamos los términos de igual grado y asi
reducimos la expresion. Cabe mencionar que al multiplicar dos polinomios se obtiene
otro polinomio.

% Ejemplo 10

Sean P(x) = 5x3 + 4 y Q(x) = 3x3 +5x -2

Para hallar P(x) . Q(x) = (5x3 + 4) . (3x® +5x -2)
Aplicamos la propiedad distributiva término a término:
=5x3. (3x3 +5x=2) + 4 . (3x3 +5x —2)

= 15x8+ 25x% — 10x3 + 12x3 + 20x— 8

Agrupando los términos semejantes

P(x) . Q(x) = 15x® + 25x* + 2x3 + 20x — 8
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2,
A Ejemplo 11

En ocasiones esta forma de hacer el producto no es la mds conveniente.

Si P(x) =5x3+3x2-3x+4vy Q(x) =-4x3+ 2x — 6. Para encontrar el producto P(x) . Q(x).

Escribimos los dos polinomios, uno debajo del otro

Debajo, y en filas diferentes, 5x3 +3x%2 —3x+4
escribimos los polinomios X —4x3 +2x— 6
resultantes de multiplicar el —30x% — 18x2 + 18x — 24
primer polinomio por cada 10x* + 6x® —6x% + 8x

uno de los monomios del —20x® — 12x° + 12x* — 16x3

segundo polinomio. —20x% — 12x° + 22x* — 40x3 — 24x? + 26x — 24

Por ultimo, sumamos los
polinomios obtenidos.

P(x) . Q(x) = — 20x® — 12x° + 22x* — 40x> — 24x* + 26x — 24

gActividad

19-. Dados los siguientes polinomios:
P(x) =3x2+5x—1; Q(x) =x*+ (1/3)x3 = (1/2)x + 5; R(x) =x + 2 y S(x) = 3x + 3

Calcular y determinar el grado de los polinomios resultantes de hacer los siguientes
calculos:

a) P(x) - S(x)

b) R(x). S(x)

c) Q(x) + R(x) + S(x)

d) (P(x) + R(x)) - Q(x)

e) S(x) - R(x) - P(x)

f) (P(x) + R(x)) - (Q(x) - P(x))

16

g Division o cociente de polinomios
Division entre Polinomios
Dados dos polinomios P(x) y Q(x) con Q(x) # 0, existen unicos polinomios C(x),

llamado cociente, y R(x), llamado resto, tales que P(x) = Q(x). C(x) + R(x)
con gr(R(x)) < gr(Q(x)).
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L?/
A EJEMPLO 12

Para iniciar la division debemos colocar el dividendo y el divisor completo y ordenado
siguiendo el algoritmo de la division con numeros.

En primer lugar, dividimos el primer término del dividendo por el primer término del
divisor, obteniendo asi el primer término del cociente y el primer resto parcial.

7x*+5x3+6x* +0x+8 |3x*+5x—2

= 35 14 T _;
7 W . 2
7x+3x 3x 3x
20 32
N L
3x+3x +0x+8

Resto parcial

Luego continuamos con el mismo procedimiento a partir del resto parcial obtenido,
encontrando asi el segundo término del cociente.

7x*+5x3 + 622+ 0x+8 |3x?+5x-2

— 35 14 7 20
45703 T oa e W
7x +3x 3x 3x 9 X
20 , 32
i3 .\"+—3 x2+0x+8
20, 100 , 40
g g e g
196 40
ol T
+ ) x 9x+8

Resto parcial

En este punto debemos preguntarnos si continuamos la divisidon. En la division de
numeros naturales, terminamos la “cuenta” cuando el resto es menor que el divisor.

En polinomios, miramos los grados. Cuando el polinomio resto tenga grado menor al
divisor, finaliza la operacidn. En este caso, ambos tienen grado dos por lo que debemos
continuar dividiendo.
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7xt 4522 6%+ lx +8  |3x* +5x—2

7 20 196
_ Loz BN 4 E8
7x4+%x3—13—4x2 3*¥ —9 XT3y
Cociente C(x)
20 32
—?x3+?x2+0x+8
T20 , 100 , 40
g g g
196 , 40
+3 X —Fx+8
sy 196 2_{_980 392
9~ "7 27
1100 608

T
Resto R(x)

iAhora si terminamos la division! Porque el grado del resto es uno, menor que el grado
del divisor que es dos.

K

Actividad

0-. Efectuar las siguientes divisiones, indicando en cada item el polinomio cociente y el
dolinomio resto.

) (x3+3x%-4x-12): (x + 2)

h) (4x> + 6x* - 11x3 + 21x?) : (x3 + 3x)
(2x3 - 24x? + 4x* + 18x) : (2x3 - 3x)

) (4x3-3x%+7):(2x - 6)

) (x®+3x2-4x-8): (2x + 1)

16

Q)

(@)

(@)

[0))

Regla de Ruffini

La regla de Ruffini permite dividir un polinomio P(x) por otro polinomio Q(x), tal que este
ultimo sea moénico y de grado uno.

Es una forma practica para dividir cualquier polinomio por un binomio de la forma "x —
a" siendo a un numero real.

°
‘ﬁ EJEMPLO 13
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Si tenemos que dividir P(x) = 2x*+ 3x2 — 3 por Q(x) = x — 3, podemos utilizar esta regla
porque el polinomio divisor Q(x) tiene la forma x —a.

Organizamos los coeficientes de esta manera:

Coeficientes de P(x) completo y ordenado
2 0 3 0 -3

a I *

3 _—===6 18 63

t v 189

~ 4 B 2 6 21 63 186
-’ "
Coeficiente Resto
principal deP(x)

Luego el cociente C(x) se construye con los valores obtenidos como coeficientes y su
grado es uno menos que el de P(x):

C(x) = 2x3 + 6x* + 21x + 63 y el Ultimo valor corresponde al Resto = 186.

@Actividad

21-. Calcular el cociente y el resto de las siguientes operaciones, utilizando la Regla de
Ruffini: 16

a)(x>=-3x*+2x3+x+2): (x-2)
b) x>+ 1): (x+1)
c) (x®+3x): (x+2)

d) (x2-5x+6):(x-3)

N‘ . ’f
@ Valor numérico

El valor numérico del polinomio P(x) para x = a es el nUmero que se obtiene al
sustituir la variable x por el nimero a y efectuar las operaciones indicadas. Se
representa por P(a).

El valor numéricode P(x)=x3-2x2+1enx=2es

P(2)=(2-2.(2)2+1=8-8+1=1

(LS

@ Teorema del Resto
El resto de la divisidn del polinomio P(x) por (x — a) es igual al valor numérico del
polinomio P(x) para x = a, es decir P(a).
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Este teorema permite, en particular, detectar facilmente si un polinomio P(x) es

divisible por un polinomio de la forma x - a, simplemente viendo si P(a) =0 o P(a) # 0.
P(3)=2.3*+3.32-3

% Ejemplo 14

Podemos utilizar el teorema del resto para calcular el resto sin necesidad de hacer la
divisién o para poder observar que coincida con este. Del ejemplo 13.

SiP(x)=2x*+3x*-3yQ(x)=x-3,
P(3)=2(3)*+3(3)2—3=162+27-3 =186
Vemos que coincide con el resto en la regla de Ruffini.

gActividad 16

22-. Hallar el resto de dividir al polinomio P(x) = x> + 2x%2 - 2x - 12 por los siguientes
polinomios utilizando el Teorema del Resto:

a)(x+2) b)(x+1) ¢)(x—-1) d)(x-2)

(YL
~ -

-

@‘ Divisibilidad
Cuando realizamos la divisién entre P(x) y Q(x) y el resto que obtenemos es
cero, decimos que P(x) es divisible por Q(x) y en tal caso, podemos expresar

P(x)=Q(x)-C(x). Para que P(x) sea divisible por (x — a), el resto de la divisién debiera ser
cero. Si usamos el TEOREMA DEL RESTO, haciendo P(x) en a, podemos calcular ese resto.
Es decir, si P(a) = 0 (o a es raiz de P), entonces P(x) es divisible por (x — a).

En este caso es equivalente a decir que:

Q(x) divide a P(x).

P(x) es divisible por Q(x).

Q(x) es factor de P(x).

P(x) es un multiplo de Q(x).

Q(x) es un divisor de P(x).
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gActividad

23-. Utilizando el Teorema del Resto, determinar si P(x) es divisible por Q(x) en cada
uno de los siguientes casos:

a)P(x)=x*-1;Q(x)=x-1

b) P(x) = x> +1/32; Q(x) = x + 1/2
c)P(x)=3x3+6x2-x-7;Q(x)=x+1
d) P(x)=x*-54x3-2x2+7;Q(x)=x+3

PAU 2021

BE> Teorema Fundamental Del Algebra

El Teorema Fundamental del Algebra nos asegura que todo polinomio de grado mayor o igual
a uno, con coeficientes reales, puede descomponerse como un producto en funcidn de sus raices
Reales.

Pero los polinomios no siempre todas las raices o ceros son reales, en consecuencia, podemos
asegurar que un polinomio P, de grado n tiene como maximo n Raices Reales.

Si P(x)=ap.x"+a,_;.x" 1 +--+a,..x+a, es un polinomio de grado n, donde
An; Ap_1, ---,A1Y Qg SON numeros reales, determinando que xg, X4, ..., X, raices reales del
polinomio P(x).

Lo podemos expresar como P(x) = a,.(x — xg). (x — x1) ... (x — xp,)

De esta forma, podemos expresar el polinomio como un producto, este proceso se llama
descomposicion en factores primos.

% Ejemplo 15

Si P(x) = -3x + 5, como el polinomio es de grado uno tendra una sola raiz. Para encontrarla,
debemos igualarlo a cero y despejar el valor de x. -3x + 5 =0 entonces x=5/3. P(x) = —3x +

5= -3.(x—2)

Si P(x) = -x? + 3x + 4; para hallar las raices, igualamos a cero, transformando el polinomio en una
ecuacion y luego aplicamos la fdrmula resolvente o de Bhaskara.

—3+./32—4.(-1).4
2.(-1)

—-3+5 —3-5
X, = — :—1; X, = — =

P(x) = —x?>+3x+4=—-1.(x+1).(x — 4)

x>+ 3x+4=0 = x=

4

Cuando el polinomio tiene coeficientes enteros y ademas es de grado mayor que dos, podemos
utilizar el Método de Gauss para encontrar todas las raices de un polinomio de forma racional.
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Método de Gauss

Si consideramos P(x) = a,.x™ + ap_1.x" 1 + -+ a;.x + ay un polinomio de grado n 2 3,
con sus coeficientes a,; an_1,...,a1y ag numeros enteros. Estamos es condiciones de aplicar
el Método de Gauss que consiste:

Tomar los valores del coeficiente principal a, y del término independiente ao.

Listar todos los divisores de ellos, por separado.
Divisores de a,

Formar todas las combinaciones de ivisores de a,
racionales.

Aplicando el Teorema del Resto, podemos establecer cual o cudles de esos valores son
raices.

En muchas ocasiones, este procedimiento puede ser largo, por ello no calculamos todas las
raices, solo las que nos permiten por medio de Ruffini bajar su grado para poder aplicar la
férmula resolvente.

Una vez obtenida una raiz a, podemos dividir por el polinomio x—a con la REGLA DE RUFFINI.

, que son las posibles raices

[ ]
'ﬁ Ejemplo 16

Descompone en producto de factores primos el polinomio P(x) = x3 + 5x2 — 2x — 24

P(x) = x3+5x% —2x — 24

El Coeficiente principal es 1 y el término independiente es -24.
Los divisores del término independiente son: +1; +2; +3; +4; +6; £8; +12; +24
Los divisores del coeficiente principal son: 1

Divisores de a,

Las combinaciones posibles de la forma Divisores de a, . +1; £2; +3; +4; +6; +8; +12; +24
(como el polinomio es modnico, este conjunto coincide con los divisores del T.
independiente).

Aplicamos el teorema del resto para encontrar una raiz, dado que tenemos 16 posibles
raices.

P(2)=(2)2+5.(2)2—2.(2) —24=0— x=2esraiz

(x3+5x2—2x—24):(x—2) =

1 5 -2 -24
5 5 14 24 Podemos las otras raices de P(x) del polinomio
cociente de esta divisidn C(x) = x*> + 7x + 12
171 \_0 X +7x+12=0
-7+V72-4112 -7+1 -7+1 -7-1
X = o1 = > ={x1= > =—3x2= > = —4

Las raices del polinomio P(x) son x;: = 2; x;=-3; x3=-4
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P(x)= x345x2-2x—24=1.(x—2).(x +3).(x + 4)

gActividad

24-. Encuentra las raices de los siguientes polinomios y exprésalos como un producto
en funcién de sus raices.

a)P(x)=x3-7x+6 16
b)R(x)=x3+7x*+14x+8
c)P(x)=6x3-5x2-2x+1

d) Q(x) =50x+ 25x2 - 2x -1
e)R(x)=8x3-6x>-5x+3

f)S(x) =4x>—7x-3

BI>" Factorizacion de Polinomios

Un polinomio P(x) de grado n 2 1 es irreducible si no se puede escribir como producto de
polinomios de la forma P(x) = Q(x). C(x), donde Q(x) y C(x) tienen ambos grados menores que
n o uno de ellos es ménico y con el mismo grado de P(x) y el otro es una constante distinta de
1.

El proceso de factorizar un polinomio consiste en expresarlo como producto de otros
polinomios.

Para poder encontrar esta factorizacion, se puede utilizar distintos procedimientos o una
combinacion de ellos.

g Factor comun

Cuando hay un factor que esta repetido en todos los términos de un polinomio podemos
sacarlo como factor comun. Este es el proceso contrario a la propiedad distributiva.

Si P(x) = 7x° + 28x° — 35x* = 7x*. (x* + 4x - 5)

De esta Ultima expresidn, observamos que x = 0 es una raiz del polinomio. Las otras raices las
encontramos buscando las raices de x? + 4x — 5= 0

g Factor comun por grupos

Algunos polinomios presentan una estructura que nos permite formar grupos con la misma
cantidad de términos y sacar factores comunes en cada uno de esos grupos. Una vez hecho esto,
aparece un nuevo factor comun, podemos luego extraer como factor comun los factores
repetidos y, de esa manera, obtener una nueva expresion que esté escrita como producto de
polinomios.
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SiQ(x)=x>+6x>—3x—-18 = (x* + 6x°) + (-3x =18) = X°. (x +6) — 3. (x + 6) = (x + 6). (x* = 3)

De esta ultima expresidn, observamos que x; = —6 es una raiz del polinomio. Las otras raices las
encontraremos haciendoxX?=3=0 — x;=+V3 yx3=-V3

g Trinomio cuadrado perfecto

Si reconocemos un trinomio con las siguientes caracteristicas x> + 2ax+a? (dos términos elevados
al cuadrado y el tercero el doble producto de las raices cuadrada de los anteriores), entonces lo
podemos expresar como el cuadrado de un binomio (x + a)2.

Por ejemplo, si S(x) = x? + 10x + 25 =x? + 2.x.5 +52= (x + 5)?

Observamos que x = -5 es raiz del polinomio.

g Cuatrinomio cubo perfecto

Si reconocemos un cuatrinomio con las siguientes caracteristicas x> + 3ax?* + 3a’ + a° (un
cuatrinomio con dos de los términos cubos perfectos, y los otros dos son el triple producto de
un término al cuadrado por el otro), entonces lo podemos escribir como el cubo del binomio (x
+a).

Por ejemplo, siR(x) =x3—6x*+ 12x—-8=x3-3.x* .2 +3.x. 22+ 23 = (x-2)}

Observamos que x = 2 es raiz del polinomio

g Diferencia de cuadrados

Si reconocemos un binomio con la forma x? — a? (una diferencia de término cuadrado perfecto)
lo podemos transformar como un producto de binomios conjugados de la forma (x —a) . (x + a)

Por ejemplo, si T(x) =x?—49=x>=72=(x—7). (x + 7)

gActividad

25-. Factoriza los siguientes polinomios
a) Ax)=2+114-24°

b) P(x) = -4 - 247

c)P(x)=1421°" -7 +21x
d)Ax)=2 -1 +4xr-4
e)P(x)=1+2+4-5r-10

16

fIP(¥) =X +321° +24 -4 -12x- 8
g)P(x) =22+ +34+3%

h) Alx) =2 +12x+36

i) P(x) =24 - 8x+8
J)P(x) =P -2x+1
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k) P(x) = ¥ +84° + 16

1) P(x) =x3—=9x% +27x—27

m) P(x) = x>+ 18 x> + 108x + 216

n) P(x)=27/8x>-27/2x* +18x -8
i) P(x) =1/8 x> — 15/4 x*>+ 75/2 x -125
o) Alx)=21-49

p) P(x) = 242 - 32

q) P(x) =2 - 16

r) P(x) = 2 - 10

(YL}
~ -

“&  SUGERENCIAS PARA FACTORIZAR POLINOMIOS

Por lo general, cuando tenemos que factorizar o descomponer un polinomio, debemos trabajar
muy metddicamente para que nuestro resultado sea eficiente.

¢ En primer lugar buscar extraer un factor comun.

¢ En segundo lugar, contamos la cantidad de términos.

- Si es un binomio, analizamos si es una diferencia de cuadrados.

- Si es un trinomio, analizamos si es un trinomio cuadrado perfecto.

- S es un cuatrinomio, analizamos si es un cuatrinomio cubo perfecto o tratamos de agrupar y
utilizar factor comun por grupo.

¢ Si es de segundo grado, aplicamos la férmula resolvente.

¢ Si no podemos utilizar algunos de los pasos anteriores, y es de grado mayor a dos pueden
encontrar una raiz aplicando el Teorema de Gauss (recuerden que sus coeficientes deben ser
numeros enteros), aplicar el algoritmo de Ruffini para hallar el cociente y expresar el dividendo
como divisor por cociente. Si es necesario, aplicar nuevamente este procedimiento o cualquier
otro que consideren conveniente.

BI>" Fracciones algebraicas

Las divisiones de dos polinomios P(x) y Q(x), donde Q(x) # 0, se puede representar como una
fraccion, que llamaremos expresion algebraica racional.

P(x)
Q(x)

Estas expresiones son validas siempre que el denominador no valga 0. Es decir, para aquellos
valores tales que Q(x) = 0 son valores donde no estd definida la fraccidn algebraica.

Al conjunto de valores en los que se puede evaluar una fraccién algebraica se lo llama conjunto
de validez y, normalmente, se abrevia C.V. Este conjunto esta formado por todos los nimeros
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reales, excepto aquellos nimeros que no se pueden evaluar porque provocan una operacién no
definida (ya que anulan alguno de los denominadores de la fraccion).

7
A Ejemplo 17

2x—5

;CV =R — {0}

xz_gx-CV—R (-2}
x+2 '

x3+x%>—4x —4
x2—4x +3

;CV = R— {1;3}

Una expresion algebraica es irreducible si no existen en ella factores comunes al numerador y
al denominador.

B> Simplificacidon de expresiones algebraicas fraccionarias

Para simplificar una expresion algebraica fraccionaria, se debe factorizar el numerador y el
denominador, y cancelar los factores comunes en ambos; se obtiene asi una expresion
irreducible equivalente a la original.

% Ejemplo 18

x-x  x(x-1) x.(x—1) 1
x3+x2-2x x(x2+x-2) x(x-1.(x+2) x+2’

cV = R—{0;1; =2}

=4 (x—2).(x+2) x+2
x3—2x2 x2.(x—2)  «x2

;CV = R—1{0;2}

x343x24+2x+6 (3+3xH)+2x+6) x*(x+3)+2(x+3) (x+3).(x%2+2)

X2+6x+9 (x + 3)2 - (x + 3)2 T (x+3)2
(P +2)
C (x+3)

CV =R-{-3}
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gActividad

26) Hallar el conjunto de validez de las siguientes fracciones algebraicas. En los casos en que sea
posible, hallar la fraccion algebraica equivalente irreducible:

PAU 2021

-7x%*+14 x> -7x

a
a) x3—4x

—3x*+3
X2—=np=2

b)

x%+5x+6
C) 2 2
x*+3x

x*+3x2+2
x2—-10x+25

B> Operaciones con fracciones algebraicas

Del mismo modo que trabajamos con fracciones numéricas para sumar, restar, multiplicar y
dividir; lo hacemos con las expresiones fraccionarias con la diferencia que ahora trabajamos con
polinomios.

g Suma y resta de fracciones algebraicas
Para sumar o restar fracciones algebraicas se reducen a expresiones que tengan igual
denominados, para luego operar con los numeradores.

% Ejemplo 19

4x  2x-—5 1 4x —(2x—-5)+1 4x—-2x+5+1 2x+6

x—3_x—3+x—3= x—3 - x—3 ~x-3
x+1 x—-2 2x—-1 x+1 x—2 2x —1
x xtx xtl =z +x.(x+1)_x+1
G+ D+ D+ x—-2-x.(2x—1)

x.(x+1)
Xt xtx+1+x—-2-2x*+x —x*+4x—1
- x.(x+1)  ox.(x+1)

gActividad

27) Realizar las siguientes operaciones y escribir el conjunto de validez:
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a} x3—7x2 x
x2-3x-28 x?-16
x+7 3x+12
b) —
x2-7x+12 x%-16
) x2—4x-5 3 2x
x3+3x2+3x+1 x2-1  x+2x+1
4x+2 6

d) -

2x2-Tx—-4 3x—-12

g Multiplicacion y divisién de fracciones algebraicas

El producto de dos fracciones algebraicas es otra fraccion algebraica que tiene como numerador
el producto de sus numeradores y, como denominador, el producto de sus denominadores.
Antes debemos factorizar numerador y denominados de ambas expresiones y simplificar todo

lo posible.

P(x) R(x) P(x).R(x)

Q(x) S(x) Q(x).5(x)
Para dividir dos fracciones algebraicas, debemos invertir el divisor y convertir la operacién en
una multiplicacion. Ahora debemos seguir todas lo dicho anteriormente.

P(x) R(x) . P(x) S(x) _ P(x).5(x)
Q(x) S(x) Q(x) R(x) Q(x).R(x)

[ ]
'ﬁ Ejemplo 20
2

x+2  x* x+2 x 3 x
2x2 —x'x2—4 x.(2x—1)"(x—2).(x+2) Qx—1).(x—2)

X 2x X x+1_x+1
3'x+1 3" 2x 6
x+3_ x x4+ 3 x+2_x+3
x2+2x x+2 x(x+2) x = x2

%Actividad

29). Realizar las siguientes operaciones y escribir el conjunto de validez:
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X2 +x-2 x—3
x2+4x+4 x2—4x+3

x> —4x -5 x2 -1 2x
x3+3x2+3x+1" x x24+2x+1

2x2+5x—3 3
4x2 + 4x  4x

x> —4 x3 + x?
2x2+8x+8 2x+2

x> —4x -5 x
x3+3x2+3x+1 x2-1

30). Realizar las siguientes operaciones combinadas

x%+3x 2x2—8x+8' x2—2x
x2+x—6 Sx2+15x

a)

x2-2x
x%-5x-14 3x%-3x 2x+10

b)

x2-49 x2+x-2 x2+6x-7

12x—12 [x3+2xz+x xZ+x—6 ]

) x2+2x 3x2-3  6x2+12x—18
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